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Тернарные группы занимают особое место в общей теории n-арных групп, так как они еще со-
храняют многие свойства, присущие группам, но отсутствующие у n-арных групп при n > 3. Важность 
тернарных групп объясняется также тем, что во многих случаях их можно рассматривать как испы-
тательный полигон, на котором обкатываются и совершенствуются методы исследования полиадиче-
ских групп произвольной арности, что позволяет упростить и сделать более прозрачными доказатель-
ства n-арных аналогов групповых результатов. В данной работе продолжаются исследования автора 
по изучению тернарной группы диэдра, содержащей тернарную группу < Bn, [ ] > отражений правиль-
ного n-угольника, которая благодаря своей нетривиальности, а также насыщенности большим числом 
тернарных подгрупп и хорошей, по сравнению с другими тернарными группами, изученности выдвигается 
на роль поставщика всевозможных примеров и наводящей информации при изучении m-арных групп.  
 
В теории n-арных групп существуют различные обобщения нормальных подгрупп группы: инва-
риантные n-арные подгруппы [1]; полуинвариантные n-арные подгруппы [1]; нормальные n-арные под-
группы [2]. При n = 2 все три указанных обобщения совпадают с определением нормальной подгруппы 
группы, а при n = 3 принимают следующий вид. 
Тернарная подгруппа < B, [ ] > тернарной группы < A, [ ] > называется: 
1) инвариантной в < A, [ ] >, если для любого x ∈ A верны равенства: 
[xBB] = [BxB] = [BBx]; 
2) полуинвариантной в < A, [ ] >, если для любого x ∈ A верно равенство: 
[xBB] = [BBx]; 
3) нормальной в < A, [ ] >, если для любых x, y ∈ A верно равенство: 
[xyB] = [Byx]. 
Инвариантные и нормальные тернарные подгруппы тернарной группы полуинвариантны в ней. 
В данной работе изучаются инвариантные, полуинвариантные и нормальные тернарные подгруп-
пы тернарной группы < Dn, [ ] >, производной от диэдральной группы Dn. 
Пусть < Dn, [ ] > тернарная группа, производная от диэдральной группы Dn = CnUBn, где 
Cn = {e, c, …, cn – 1)} и Bn = {b, bc, …, bcn – 1)} 
соответственно циклическая группа поворотов и множество отражений [3].  
Легко проверяется, что < Cn, [ ] > и < Bn, [ ] > являются тернарными подгруппами в < Dn, [ ] >, при-
чем CnIBn = ∅. 
Напомним, что для любого элемента a тернарной группы < A, [ ] > решение уравнения [xaa] = a 
обозначается через a  и называется косым элементом для a. 
В работе будет использоваться критерий инвариантности тернарной подгруппы в тернарной груп-
пе [3], согласно которому тернарная подгруппа < B, [ ] > тернарной группы < A, [ ] > инвариантна в ней 
тогда и только тогда, когда [xB x ] = B для любого x ∈ A. 
ЛЕММА 1. Пусть n = km, k < n, < H, [ ] > – инвариантная тернарная подгруппа порядка k тернар-
ной группы < Bn, [ ] >. Тогда m = 2, то есть n = 2k. 
Доказательство. Так как < H, [ ] > инвариантна в < Bn, [ ] >, то 
[xH x ] = H                                                                          (1) 
для любого x ∈ Bn, а так как в < Bn, [ ] > все элементы идемпотенты, то x  = x для любого x ∈ Bn.  
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Поэтому из (1) следует [xHx] = H, откуда, учитывая производность тернарной операции [ ], после-
довательно имеем 
xHx = H, 
xhx ∈ H                                                                               (2) 
для любого x ∈ Bn и любого h ∈ H. 
По предложению 12.1 в [3] все тернарные подгруппы порядка k тернарной группы < Bn, [ ] > ис-
черпываются тернарными подгруппами: 
< , [ ] >, < , [ ] >, …, < , [ ] >, ( )1
kB ( )2
kB ( )kmB
где  = {bc( )kiB
i – 1, bcm + i – 1, bc2m + i – 1, …, bc(k – 1)m + i – 1}, i = 1, 2, …, m. 
1) Пусть  
H =  = {b, bc( )1
kB m, bc2m, …, bc(k – 1)m}. 
Полагая в (2) 
x = bc ∈ Bn, h = b ∈ H = , ( )1 kB
последовательно получим 
bcbbc ∈ , bc( )1 kB 2 ∈  ( )1 .kB
Последнее означает, что существует j ∈ {0, 1, …, k – 1}, для которого bc2 = bcjm, откуда 
с2 = сjm, с2cn – 2 = сjmcn – 2, cn = сjm + n – 2, e = сjm + n – 2. 
Из последнего равенства следует существование целого t > 0 такого, что 
jm + n – 2 = tn.                                                                        (3) 
Так как j < k, то 
jm + n – 2 < km + n – 2 = n + n – 2 = 2n – 2 < 2n, 
то есть 
jm + n – 2 < 2n. 
Из (3), учитывая последнее неравенство, получаем: 
jm + n – 2 = n, 
откуда jm = 2. Это означает, что либо m = 1, либо m = 2. Значение m = 1 не подходит, так как в этом слу-
чае n = k, что противоречит условию k < n. Таким образом, если H =  то m = 2. ( )1 ,
kB
2) Пусть H = , i ∈ {2, …, m}. Полагая в (2), что ( )kiB
x = bci ∈ Bn, h = bci – 1 ∈ H =  ( ) ,kiB
и используя равенство bci = cn – ib, последовательно получим: 
bcibci – 1bci  bbc( ) ;kiB∈ n – ici – 1bci  c( ) ;kiB∈ n – 1bci  bcc( ) ;kiB∈ i  bc( ) ;kiB∈ i + 1  ( ) .kiB∈
Последнее означает, что существует j ∈ {0, 1, …, k – 1} для которого bci + 1 = bcjm + i – 1, откуда 
ci + 1 = cjm + i – 1;  ci + 1cn – i – 1 = cjm + i – 1cn – i – 1;  cn = cjm + n – 2;  e = cjm + n – 2. 
Из последнего равенства следует существование t > 0 такого, что верно (3). Так же как и в 1), до-
казывается, что m = 2. Таким образом, если H =  i ∈ {2, …, m}, то m = 2. Тем самым показано, что 
инвариантность в < B
( ) ,kiB
n, [ ] > любой тернарной подгруппы порядка k, где n = km, влечет равенство m = 2. 
Лемма доказана. 
ЛЕММА 2. Если n = 2k, то и  где ( )1
kB ( )2 ,
kB
( )
1
kB  = {b, bc2, bc4, …, bc2(k – 1)}, 
( )
2
kB  = {bc, bc3, …, bc2(k – 1) + 1}, 
единственные инвариантные в < Bn, [ ] > тернарные подгруппы. 
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Доказательство. Из леммы 1 следует, что инвариантными в < Bn, [ ] > могут быть только тернар-
ные подгруппы порядка k. Так как 
Bn = ,  = ∅, ( ) ( )1 2k kB BU ( ) ( )1 2kB BI k
то произвольный элемент из Bn лежит либо в  либо в  ( )1 ,
kB ( )2 .
kB
Если x , то  ( )1
kB∈
[x x] =                                                                        (1) ( )1
kB ( )1 .
kB
Пусть теперь x ∉ , то есть x ∈ , и предположим, что [xyx] ∉ для некоторого y ∈  
Тогда [xyx] = z, где z ∈ . Так как x, z ∈ , то в силу существования в < , [ ] > единственного 
решения уравнения 
( )
1
kB ( )2
kB ( )1
kB ( )1 .
kB
( )
2
kB ( )2
kB ( )2
kB
[xux] = z 
относительно u, получаем y ∈ , что противоречит условию y ∈ . Таким образом, ( )2kB ( )1 kB
[xyx] ∈ , ( )1 kB
откуда 
[x x] ⊆ . ( )1 kB ( )1 kB
Из последнего включения следует равенство (1). Так как равенство (1) верно для любого x ∈ Bn, то 
< , [ ] > инвариантна в < B( )1
kB n, [ ] >. 
Инвариантность  в < B( )2
kB n, [ ] > доказывается аналогично. Лемма доказана. 
ТЕОРЕМА. Справедливы следующие утверждения:  
1) в тернарной группе < Dn, [ ] > тернарные подгруппы < Bn, [ ] > и < Cn, [ ] > являются одновре-
менно и инвариантными и нормальными; 
2) в тернарной группе < Cn, [ ] > все тернарные подгруппы являются одновременно и инвариант-
ными и нормальными; 
3) в тернарной группе < Bn, [ ] > все тернарные подгруппы являются нормальными; 
4) если n – нечетное, то в < Bn, [ ] > отсутствуют собственные инвариантные тернарные подгруп-
пы; 
5) если n = 2k, то инвариантные тернарные подгруппы в < Bn, [ ] > исчерпываются двумя тернар-
ными подгруппами k-того порядка: 
( )
1
kB  = {b, bc2, bc4, …, bc2(k – 1)};  = {b, bc( )2
kB 3, …, bc2(k – 1) + 1}; 
6) если n = 2k, то все тернарные подгруппы из < Bn, [ ] >, инвариантные в < Dn, [ ] >, исчерпывают-
ся подгруппами < , [ ] > и < , [ ] >. ( )1
kB ( )2
kB
Доказательство 
1) Так как подгруппа Cn нормальна в группе Dn, то тернарная подгруппа < Cn, [ ] > инвариантна в 
тернарной группе < Dn, [ ] >. 
Так как  
[xBnBn] = [BnxBn] = [BnBnx] = Cn, x ∈ Cn, 
[xBnBn] = [BnxBn] = [BnBnx] = Bn, x ∈ Bn, 
то тернарная подгруппа < Bn, [ ] > также инвариантна в тернарной группе < Dn, [ ] >. 
Если один из элементов x или y является поворотом, а второй отражением, то  
[xyCn] = [Cnyx] = Bn, [xyBn] = [Bnyx] = Cn. 
Если x и y оба является поворотами или отражениями, то 
[xyCn] = [Cnyx] = Cn, [xyBn] = [Bnyx] = Bn. 
Таким образом,  
[xyCn] = [Cnyx], [xyBn] = [Bnyx] 
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для любых x, y ∈ Dn, то есть < Cn, [ ] > и < Bn, [ ] > нормальны в < Dn, [ ] >. 
2) Так как группа Cn абелева, то тернарная группа < Cn, [ ] >, производная от нее, также абелева, а 
в абелевой тернарной группе все ее тернарные подгруппы являются инвариантными и нормальными. 
3) Тернарная группа < Bn, [ ] > является полуабелевой, а в полуабелевой тернарной группе все ее 
тернарные подгруппы являются нормальными. 
4) Следует из леммы 1. 
5) Следует из леммы 2. 
6) Из инвариантности в < Dn, [ ] > тернарной подгруппы из < Bn, [ ] > следует инвариантность этой 
тернарной подгруппы в < Bn, [ ] >. Поэтому согласно 5) инвариантными в < Dn, [ ] > могут быть только 
тернарные подгруппы < , [ ] > и < , [ ] > из < B( )1
kB ( )2
kB n, [ ] >. 
Докажем инвариантность  в < D( )1
kB n, [ ] >. Так как < , [ ] > инвариантна в < B( )1
kB n, [ ] >, то для 
инвариантности < , [ ] > в < D( )1
kB n, [ ] > достаточно доказать равенство 
[x ( )1
kB x ] =                                                                         (1) ( )1
kB
для любого x = ci ∈ Cn, где i ∈ {0, 1, …, n – 1}. Это равенство будет выполняться, если  
[cibc2j ic ] ∈                                                                         (2) ( )1 kB
для любого bc2j ∈ , где j ∈ {0, 1, …, k – 1}. ( )1 kB
Если i = 0, то есть x = c0 = e, то равенство (1) выполняется, так как e  = e. Поэтому далее счита-
ем i ≥ 1. Так как ic  = сn – i, то 
[cibc2jcn – i] = cibc2jcn – i = bcn – ic2jcn – i = bc2(n + j – i). 
Если n + j – i ≤ k – 1, то bc2(n + j – i) ∈  Если же n + j – i = k, то  ( )1 .kB
bc2(n + j – i) = bc2k = bcn = b ∈  ( )1 .kB
Поэтому считаем n + j – i > k, откуда 2(n + j – i) > n. Так как n – i < n, j ≤ k – 1, то 
n + j – i < n + k – 1 < 2n, 
откуда 2(n + j – i) < 4n. Таким образом, 
n < 2(n + j – i) < 4n, 
откуда 
2(n + j – i) = sn + r, s ∈ {1, 2, 3}, r ∈ {1, …, n – 1}. 
Так как n четное, то из последнего равенства следует четность числа r. Следовательно, 
bc2(n + j – i) = bcsn + r = bcsncr = bcr ∈ . ( )1 kB
Таким образом, доказано равенство (2) для любых i ∈ {0, 1, …, n – 1} и j ∈ {0, 1, …, k – 1}. Тем 
самым установлена инвариантность  в < D( )1
kB n, [ ] >. 
Аналогично доказывается инвариантность  в < D( )2
kB n, [ ] >. Теорема доказана. 
Замечание. Так как инвариантные и нормальные тернарные подгруппы тернарной группы всегда 
полуинвариантны в ней, то все тернарные подгруппы тернарной группы < Bn, [ ] >, о которых речь идет в 
теореме, будут и полуинвариантными в соответствующей тернарной группе. 
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